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1695 : L'Hopital demande a Leibniz la signification de % pour n = %

Leibniz lui répond : "An apparent paradox, from which one day
useful consequences will be drawn."
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1695 : L'Hopital demande a Leibniz la signification de % pour n = %

Leibniz lui répond : "An apparent paradox, from which one day
useful consequences will be drawn."

1819 : Lacroix mentionne pour la premiére fois le principe de dérivée
d’ordre arbitraire de la fonction f(x) = xP. Il obtient le méme
résultat que pour les définitions actuelles.
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1819 : Lacroix mentionne pour la premiére fois le principe de dérivée
d’ordre arbitraire de la fonction f(x) = xP. Il obtient le méme
résultat que pour les définitions actuelles.

1823 : Abel trouve une premiére application au calcul fractionnel en
résolvant le probleme du tautochrone sous un potentiel
gravitationnel.
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1832 : Liouville a publié trois longs mémoires sur le sujet, mais les
définitions sont trés restrictives.
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de Montréal

1695 : L'Hopital demande a Leibniz la signification de % pour n = %

Leibniz lui répond : "An apparent paradox, from which one day
useful consequences will be drawn."

1819 : Lacroix mentionne pour la premiére fois le principe de dérivée
d’ordre arbitraire de la fonction f(x) = xP. Il obtient le méme
résultat que pour les définitions actuelles.

1823 : Abel trouve une premiére application au calcul fractionnel en
résolvant le probleme du tautochrone sous un potentiel
gravitationnel.

1832 : Liouville a publié trois longs mémoires sur le sujet, mais les
définitions sont trés restrictives.

1847 : Riemann, durant ses études a écrit un article sur le sujet. Sa
définition a pour défaut I'utilisation d’une fonction complémentaire
indéterminée.
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Historique Université f”’\
de Montréal

Plusieurs grands mathématiciens ont contribué au sujet. Par exemple :
Euler, Fourier, Heavyside, Caylay, Peacock, Riesz, Weyl, Caputo,
Hadamard et plusieurs autres.
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Propriété désirez Université r”\
de Montréal

Soit (D¢, un opérateur fractionnaire. Les propriétés que I'on désire
trouver sur ces opérateurs sont :
» Si une fonction est analytique, alors sa dérivée fractionnelle est
analytique;
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trouver sur ces opérateurs sont :
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Propriété désirez Université r”\

de Montréal

Soit D%, un opérateur fractionnaire. Les propriétés que I'on désire
ot
trouver sur ces opérateurs sont :

>

Si une fonction est analytique, alors sa dérivée fractionnelle est
analytique;

si o = n est un entier, alors (D{ correspond a la définition usuelle
de la dérivée ou de I'intégrale d'ordre entier;

si o = 0, alors OD? = | est |'opérateur identité;

sous certaines conditions, ces opérateurs commutes;

ce sont des opérateurs linéaires.
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Classe de fonction Université r”\
de Montréal

Définition (Espace C)

Espace des fonctions a valeurs réelles continues sur (0, 00) et intégrable
sur tout sous-intervalle bornée de [0, c0)
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Classe de fonction Université r”\
de Montréal

Définition (Espace C)

Espace des fonctions a valeurs réelles continues sur (0, 00) et intégrable
sur tout sous-intervalle bornée de [0, c0)

Définition (Espace €)

Sous-espace de C dont les éléments sont de la forme t*(t) ou
t* In(t)n(t), avec A > —1. Ici, n(t) est une fonction entiere.

n(t) = Z ath
k=1

pour t > 0.

Application du calcul fractionnaire au probléme du tautochrone généralisé - Tautochrone et Dérivé fractionnaire 6



intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Université r”\
de Montréal

Définition (Riemann-Liouville)

N
‘

Soit ¥ > 0, f une fonction de classe C et t > 0. Alors, I'intégrale
fractionnaire Riemann-Liouville d'ordre v de f(t) est :

O] = oy [ =y i) ar 1)

Siv =0,
o [F(£)] = I[f(8)] = £(¢) (2)
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Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Université r”\
de Montréal

» La preuve que cette définition, avec v = n, correspond a celle de
I'intégrale usuelle se fait par induction en utilisant la régle de
Leibniz pour dériver sous une intégrale.

» Ona:
lim o J2[F(£)] = 0
lorsque f(t) est continue.

> |l est possible de démontrer que v — 0 implique J; [f(t)] — 1.
(Preuve d'analyse!)

» La linéarité découle de la linéarité de l'intégrale usuel.
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Composition d’intégrale fractionnaire Université r”\
de Montréal

Théoreme (Composition d'intégrale fractionnaire)

Soit v, > 0 et f une fonction continue. Alors, pour t > 0 :

odt [t IF(0)]] = ot ™ [F(1)] (3)
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Théoreme (Composition d'intégrale fractionnaire)

Soit v, > 0 et f une fonction continue. Alors, pour t > 0 :

odt [t IF(0)]] = ot ™ [F(1)] (3)

Démonstration.
Une facon élégante de démontrer ce théoréeme est de remarquer qu'il est
vrai que pour tout polyndme P(t), puis d'utiliser le théoreme

d’approximation de Weierstrass. Pour se faire, on a besoin de la linéarité
et des fonctions Gamma et Béta. O
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Dérivée usuel de I'intégrale fractionnaire Université r”\
de Montréal

Lemme

Soit v > 0, et & [f(t)] une fonction continue. Alors, pour t >0 :

IOl =0k 0] - 7 Pt @

JI/+1

et

S b N = o 100 + e &)
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Dérivée usuel de I'intégrale fractionnaire Université r”\
de Montréal

Lemme

Soit v >0, & ” [f(t)] une fonction continue et p un entier naturel. Alors,
pourt >0 :

e [ O] = o [F(0)] — Q(e.) ©
et
SO = ok | S5 )] + Quev=p) (@
Ou
Q) = 5 L s @)
PR = T(v+ k+1)dek
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Dérivée usuel de I'intégrale fractionnaire Université r”\
de Montréal

Corollaire

Sous les mémes conditions que le lemme précédent et si di:“' [f(0)]=0
pour k=0,1,....,p— 1, alors :

o | S5 O] = 0 ()

drP

S LI RO = o [ 170
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Dérivée usuel de I'intégrale fractionnaire Université r”\
de Montréal

Corollaire

Sous les mémes conditions que le lemme précédent et si di:“' [f(0)]=0
pour k=0,1,....,p— 1, alors :

o | S5 O] = 0 ()

dr
dtp

S O = o [ 1]

Théoreme (Dérivée usuelle de I'intégrale fractionnaire)

Soit p un entier naturel, f une fonction continument différentiable et
v > p. Alors, pourt >0 :

W IF(]] = o P [F(2)] (9)
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Intégrale fractionnaire par rapport a une fonction Université r”\
de Montréal

On sait que
K IF(E) = s [ (e =) () ar (10)

Posons t = g(x) , 7 = g(v) et f(t) = h(g~(t)) = h(x). Si g1(0) =0
et g est continument différentiable et bijective alors :
1

oo (W0 = 503 [ (60) ~ @) Hhw)g W)y (1)
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Intégrale fractionnaire par rapport a une fonction Université r”\
de Montréal

On sait que ) .
o IR0 = oy [ (£ =Y () ar (10)

Posons t = g(x) , 7 = g(¥) et f(t) = h(g~1(t)) = h(x). Si g7 *(0) =0
et g est continument différentiable et bijective alors :

o5 0] = o5 [ (600 — ) hwg ) aw (11

Théoréme (Intégrale fractionnaire par rapport a une fonction)

Soit g=1(0) = 0 et g une fonction continument différentiable et
inversible sur I'intervalle fermée [0, T|. Aussi, soit f € C et v > 0. Alors,
pour0 <t < T :

oI F 0 = o [ (600 — () (D) ()ar (12)
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Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville Université f”\
de Montréal

Définition (Riemann-Liouville)

Soit u >0, f € C et t > 0. Alors, nous définissons |la dérivée
fractionnaire Riemann-Liouville d'ordre y :

DY (D] = S (ot 1F(1)] (13)

otuv=p—mand m=|pu]+1.Siv=0,

oD [F(1)] = I[f(£)] = (t) (14)
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Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville Université f”\
de Montréal

Définition (Riemann-Liouville)

Soit u >0, f € C et t > 0. Alors, nous définissons |la dérivée
fractionnaire Riemann-Liouville d'ordre y :

m

DY (D] = S (ot 1F(1)] (13)
otuv=p—mand m=|pu]+1.Siv=0,

oD [F(1)] = I[f(£)] = (t) (14)

Remarque

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville existe toujours si f est m
fois continument différentiable, donc si f est analytique.
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Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville Université f“'\
de Montréal

> La preuve que cette définition avec v = n correspond a celle de la
dérivé usuel (lorsqu'elle est n fois continument différentiable)
provient de l'identité :

oD = [y ar] = g

> Il est possible de démontrer que si la fonction est analytique dans
(0,00), alors sa dérivée fractionnaire I'est aussi.(Preuve d'analyse!)

> La linéarité découle de la linéarité de I'intégrale et de la dérivée
usuelle.

» Notez que si v n'est pas un entier naturel, nous perdons la localité
de 'opérateur.
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Composition de dérivée fractionnaire Université r”\
de Montréal

Théoreme (Composition de dérivée fractionnaire)

Soit f(t) e € et t > 0. Alors :
oDF [oD¥ [F(1)]] = oDF ™ [£(2)] (15)

pour tout 0 < t < oo si l'une ou I'autre de ces conditions est satisfaites :
> siu < A+ 1 et est arbitraire
> siu > A+ 1, v est arbitraire et ax =0 pour k =0,1,....m—1 ot
m est le plus petit entier plus grand ou égal a i et les ay sont les
coefficients de la série de Taylor de n(t).
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Composition de dérivée fractionnaire Université r”\
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Théoreme (Composition de dérivée fractionnaire)

Soit f(t) e € et t > 0. Alors :

oD¥ [oDF [F(1)]] = o D¢ ™ [£(1)] (15)

pour tout 0 < t < oo si l'une ou I'autre de ces conditions est satisfaites :
> siu < A+ 1 et est arbitraire

> siu > A+ 1, v est arbitraire et ax =0 pour k =0,1,....m—1 ot
m est le plus petit entier plus grand ou égal a i et les ay sont les
coefficients de la série de Taylor de n(t).

Remarque

W peut étre négatif! Aussi, si I'une ou I'autre des conditions est
satisfaite, alors (D! [f(t)] € €
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Théoréme fondamental du calcul fractionnaire Université r”\
de Montréal

Théoréme (Théoreme fondamental du calcul fractionnaire)

Soit f(t) € €, v,;u >0 et t > 0. Alors, On aura :

oDY [F(0)] = [0St [F()llu=v := o " [£(2)] (16)
En particulier,
ot [F(£)] = [oDF [F(t)]lu=—p = o D¢ [£(1)] (17)
Alors,
oDt [oDr " [F(2)]] = 1f(2)] = £(¢) (18)

Remarque

L’ordre est important !
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Dérivée fractionnaire par rapport a une fonction Université r”\
de Montréal

Par le théoreme précédent et celui de I'intégrale fractionnaire par rapport
a une fonction on déduit

Théoréme (Intégrale fractionnaire par rapport a une fonction)

Soit g71(0) = 0 et g une fonction continument différentiable et
inversible sur l'intervalle fermée [0, T|. Aussi, soit f € € et v > 0. Alors,
pour0<t<T:

005 [FO)] = 0,5y [F (%] (19)
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Dérivée fractionnaire par rapport a une fonction Université r”\
de Montréal

Par le théoreme précédent et celui de I'intégrale fractionnaire par rapport
a une fonction on déduit

Théoréme (Intégrale fractionnaire par rapport a une fonction)

Soit g71(0) = 0 et g une fonction continument différentiable et
inversible sur l'intervalle fermée [0, T|. Aussi, soit f € € et v > 0. Alors,
pour0<t<T:

005 [FO)] = 0,5y [F (%] (19)

Remarque

Le théoréme fondamental du calcul fractionnaire reste valide sur [0, T].
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Exemple

Université r”\

de Montréal

Soit f(t) = tP ou p > —1 et v, u > 0. Alors,

1t B(p+1
ol [tP] = 3 /O(t e dr = BRI i

r(v)
— r(p+ 1) tP+V
CT(p+v+1)

r(v)
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Exemple Université f”’\
de Montréal

Soit f(t) = tP ou p > —1 et v, u > 0. Alors,

1 t B 1
o [ = s [ (e =y ierdr = Blot1.0) pi
_ MNp+1) (P
NMp+v+1)
et, siv=m—p:
DLL [tp] _ dm { r(p + 1) tp—l—u r(p + ]-) tp+1/—m
ot = =
dtm [I(p+v+1) MNp+v—m+1) (21)
_ e+l
Fp—p+1)
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Exemple Université r”\
de Montréal

Par conséquent, on voit que I'on a pour tout v :

Mp+1) (P

oD [t°] = SCEEE
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Exemple Université f”’\
de Montréal

Par conséquent, on voit que I'on a pour tout v :

Mp+1) ,_
D [tP] = —/————tP" 22
En particulier, si p = 0, on obtient pour f(t) = K :
D[] =ty (23)
0t M(—v+1)
Application du calcul fractionnaire au probléme du tautochrone généralisé - Tautochrone et Dérivé fractionnaire 20



Exemple

Université f”’\

de Montréal

Par conséquent, on voit que I'on a pour tout v :

Mp+1) ,_
D [tP] = —/————tP"
0 t[ ] I_(p—y+1)

En particulier, si p = 0, on obtient pour f(t) = K :

oDr [1] = F(—u1+ nt
et p
0Dy [ = m(g(t))_y

(22)
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Exemple Université r”\
de Montréal

dAGriVAG fractionaire constante

Figure : Dérivée fractionnaire de la fonction constante f(x) =1

Animation
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Animation/Anim_Deriv_Cst.avi

Enoncé Université f“’\
de Montréal

Supposons qu'un fil mince C est placé dans le premier quadrant du plan
et qu'une bille glisse sans friction sur ce fil sous I'action d'un champ
potentiel arbitraire. On suppose que la vitesse initiale de la bille est nulle.
La courbe C dont le temps de descente T pour aller d'un point de départ
P a l'origine est indépendant de P est appelée courbe tautochrone.

v

Pi(xn)

c

ety
a

é’/‘ o

Figure : Schéma pour un champ gravitationnel
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Potentiel arbitraire Université rpn
de Montréal

Soit un potentiel arbitraire mV/(y) s'annulant a I'origine analytique et
inversible sur [0, y0], une paramétrisation de C donné par (x(y),y) et le
point de départ P = (xo, yo). Aussi, s est la longueur d’arc de C mesuré
de I'origine a un point (x(y),y) de C.
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Potentiel arbitraire Université r“'\
de Montréal

Soit un potentiel arbitraire mV/(y) s'annulant a I'origine analytique et
inversible sur [0, y0], une paramétrisation de C donné par (x(y),y) et le
point de départ P = (xo, yo). Aussi, s est la longueur d’arc de C mesuré
de I'origine a un point (x(y),y) de C. Par le principe de conservation de
I'énergie, nous obtenons :

2
> (-5151) = Vo) - V) (25)
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Potentiel arbitraire Université r“'\
de Montréal

Soit un potentiel arbitraire mV/(y) s'annulant a I'origine analytique et
inversible sur [0, y0], une paramétrisation de C donné par (x(y),y) et le
point de départ P = (xo, yo). Aussi, s est la longueur d’arc de C mesuré
de I'origine a un point (x(y),y) de C. Par le principe de conservation de
I'énergie, nous obtenons :

2
> (-5151) = Vo) - V) (25)
Donc, d
S
Vi) - V(y) —vade )
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Potentiel arbitraire Université r”\
de Montréal

Par dérivée en chaine et en divisant par I'(1) :

1 VW 2
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Potentiel arbitraire Université rpn
de Montréal

Par dérivée en chaine et en divisant par I'(1) :

1 V/(Y) d\c/l(sy)

%\/ }/o

En intégrantdet =0at=T,doncdey=ypay =0:

dt (27)

V'(y 2
)d‘/(y d = (28)

) s(y0) V )/0) - ™
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Potentiel arbitraire Université rpn
de Montréal

Par dérivée en chaine et en divisant par I'(1) :

1 V/(Y) d\c/l(sy)

%\/ }/o

Enintégrantdet =0at=T,doncdey=ypay=0:

dt (27)

V'(y
Jav d‘/‘y jdy = - 27 (28)
) stv) V' V(v0) — T
Posons f(y) = %(y) [s]. Alors :
W /
5 sy = AT (29)
() ()’) &
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Potentiel arbitraire Université r”\
de Montréal

Le coté gauche correspond a l'intégrale fractionnaire de f(y) par rapport

BN

a V(y) d'ordre % Nous pouvons donc réécrire le tout comme suit :

= SYN0) (30)
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Potentiel arbitraire Université rpn
de Montréal

Le coté gauche correspond a l'intégrale fractionnaire de f(y) par rapport
a V(y) d'ordre % Nous pouvons donc réécrire le tout comme suit :

\/3 T = oDy, [F(2)] (30)

Par le Théoréeme fondamental du calcul fractionnaire et puisque T € € :

f(t) = ﬁoném (7] (31)
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Le coté gauche correspond a l'intégrale fractionnaire de f(y) par rapport

BN

a V(y) d'ordre % Nous pouvons donc réécrire le tout comme suit :

\/3 T = oDy, [F(2)] (30)

Par le Théoréeme fondamental du calcul fractionnaire et puisque T € € :

f(t) = ﬁoném (7] (31)

T constante nous donne donc :

F(t) = Y2 (32)

T/ V(y)
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Ainsi,
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Ainsi,
_d [s] = V2T
-~/ V()

dV(y)

Par dérivée en chaine, on obtient :

4, VOWeT
3 = (34)
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2
En substituant la relation % [s]=1/1+ (% [X]) :

d . [ 2 (V)TN _
dy[X]W(y)( ZE) - (35)
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2
En substituant la relation % [s]=1/1+ (% [X]) :

d . [ 2 (V)TN _
dy[X]W(y)( L) -1 (35)

Par conséquent, le tautochrone est donné par la paramétrisation :

o [ (T e o
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Si V(y) = gy et V/(y) = g nous obtenons :

x(y) = /oy\/ 273;27g —1dr (37)
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Si V(y) = gy et V/(y) = g nous obtenons :

x(y) = /oy” 272;27g —1dr (37)

2 .
Posons a = % et 7 = 2asin? 6. Alors,

Y

arcsin 4/ 5~
4a/ cos? f df (38)
0
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Potentiel gravitationnel Université r”'\
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Si V(y) = gy et V/(y) = g nous obtenons :

x(y):/oy\/iz;ig —1dr (37)

2 .
Posons a = % et 7 = 2asin? 6. Alors,

Y

arcsin v/ 5=
4a/ \/;cosz 6do (38)
0

Donc, en posant ¢ = 2 arcsin \/g nous observons que C est un
cycloide !

» x = a(¢ +sin¢)

> y = a(¢ — cos ¢)
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Il existe d'autres définitions selon nos besoins et le type de fonction avec
lequel nous désirons travailler.

Aussi, il est aussi possible de généraliser les équations différentielles a
des équations différentielles fractionnelles. Ceux-ci ont beaucoup
d’applications dans les domaines de I'ingénierie et de la physique, par
exemple :

» Traitement du signal

v

Diffusion dans des milieux poreux

Conservation de la masse fractionnelle

v

Modéles financiers

v

» Mécanique quantique

v

Physiques des particules
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